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Über invariante Gebilde ternärer Formen. 


Von F. Mertens. 

(Vorgelegt in der Sitzung am 31. März 1887.) 


1. 

In der Theorie der invarianten Gebilde ternärer Formen 
spielen gewisse Operationen eine wesentliche Rolle, welche mit 
den auf dieselben Bezug habenden Formeln zunächst erörtert 
werden sollen. 

Die Operation 

8 8 9 

»■ »T, + * H + * 5^ 

soll mit bezeichnet und Polarenbildung, das Resultat j w 

der Vollziehung derselben an einer Function «n eine Polare der 
letzteren genannt werden. Eine Polare kann wieder der Opera¬ 
tion der Polarenbildung unterworfen werden; das Resultat meh¬ 
rerer auf einander folgenden Polarenbildungen wird ebenfalls 
eine Polare und zwar, wenn eine genauere Bezeichnung wün- 
schenswerth ist, eine zwei-, drei-, ra-fache genannt. 

Wenn verschiedene Gruppen von je drei Veränderlichen 


#(!) #(!) 
af> xf) xf 

x[ p ) xW XW 


( 1 ) 


durch obere Stellenzeiger unterschieden werden, so soll die 
Polarenbildung 


#(*) __ 
1 8a?^ 


2 »*iP 


. - 

3 8«fO 


durch das Symbol 


bezeichnet werden. 
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Vertauscht man in einer zweifachen Polare einer ganzen 
Function y der Veränderlichen (1), welche in Bezug auf die Ver¬ 
änderlichen jeder der p Gruppen homogen ist, die Reihenfolge 
der Operationen, so ändert sich dieselbe entweder gar nicht oder 
nur um einen Ausdruck, welcher, von einem Zahlencoefficienten 
abgesehen, die Function y selbst oder eine einfache Polare der¬ 
selben ist. Es bedarf nur eines Beweises, wenn die beiden vor- 
zunehmenden Polarenbildungen nicht identisch sind. Derselbe ist 
in den Formeln 



enthalten, in welchen v und p, fx und a verschiedene Stellenzeiger 
und m t den Grad von y in Bezug auf xf , xf , xf bezeichnen. 

Es sei w eine ganze Function der Veränderlichen (1), welche 
in Bezug auf jede der l p Gruppen homogen ist und nach Er¬ 
setzung von 


#(!) #( 2 ) 0 ?(. p ) 
x ' i x 

für jeden der Werthe 1, 2, 3 von i durch die Polynome 

t \ i x f ] + h 2 x< ) 2) + • • +t ip x i p) 

h\ x{ P + *22 x ? ] + + X i P) 

tpl -ht p 2 X^ -+- . +tpjp 

in oj° übergehen möge, und man bezeichne die Coefficienten in 
der Entwickelung von oj° nach den Elementen 

^11 9 tn) • • • tpp 

allgemein mit T. Es gelten dann folgende Sätze. 
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1. Jeder der Ausdrücke T wird durch eine Polarenbildung 
in eine lineare Function derselben Ausdrücke mit Zahlen- 
coefficienten verwandelt. Denn es ist 




9w° Öoj° 

%t lk 



2. Wenn^> > 3 und T f diejenigen Coefficienten von oo° be¬ 
zeichnen, welche nur die ersten drei Gruppen der Veränderlichen 
(1) enthalten, welche also aus der Entwickelung von w hervor¬ 
gehen, nachdem man #(*) für i = 1, 2, 3 und k zz 1, 2, 3, . . .p 
durch 

hi &f ] + h?. ocf -h hz 

ersetzt hat, so lässt sich w, wenn es nicht in Bezug auf alle p —3 
letzten Gruppen der Veränderlichen (1) vom Grade 0 ist, in der 
Form 

oi ZZ gP“hg , P , -|- ... 2) 

darstellen, wo g, g',. ., wie überall im Folgenden, Zahlencoef- 
ficienten bezeichnen und P, P', Polaren der Ausdrücke T 

sind, die nur Polarenbildungen enthalten, in welchen v>3 

und /ji< 4 ist. 

Ich habe an einem anderen Orte 1 gezeigt, dass cn, wenn es 
in Bezug auf 

3) 

nicht vom Grade 0 und r>3 ist, immer linear durch Polaren von 
Functionen ausgedriickt werden kann, welche selbst wieder Po¬ 
laren von cl> sind, jedoch die Veränderlichen (3) nicht mehr ent¬ 
halten. Die wiederholte Anwendung dieses Satzes lehrt, dass w 
immer linear durch Polaren von Ausdrücken darstellbar ist, 
welche selbst Polaren von sind und nur die ersten drei Gruppen 
der Veränderlichen (1) enthalten. Nach 1) folgt hieraus, dass m in 
der Form (2) darstellbar ist, wenn P, P',. . . Polaren der Ausdrücke 


3 Über eine Formel der Determinantentheorie F. (5). Sitzb. d. kais. 
Akad. d. Wissensch. II. Abth. Bd. XCI, Jahrg. 1885. 
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T 7 bezeichnen, und es bleibt nur noch zu zeigen, dass man die-in 


P, P',. . . auftretenden Polarenbildungen immer so annehmen 

darf, dass /jl<4 und v>3 ist. Hätte etwa P nicht diese ge¬ 
wünschte Form, so kommt unter den zu P führenden Polaren¬ 
bildungen (^j wenigstens eine vor, in welcher entweder fx < 4 
und v< 4 oder aber ju.>3 ist. Im ersten Falle kann man, wenn 
die erste auszuführende Operation ist, (^j T f linear durch 
Coefficienten T' ausdrücken und demgemäss Pauf niedrigere Po¬ 


laren zurückführen; ist dagegen eine spätere Operation, so 

kann man durch Vertauschung derselben mit allen vorhergehen¬ 
den, wodurch sie an die erste Stelle gelangt, P wieder auf niedri- 

f y 

gere Polaren zurückführen. Im zweiten Falle hat man, wenn 


die erste Operation ist, y jY r = 0 und daher auch P::0, da T f 
die Elemente nicht enthält; ist dagegen eine spä¬ 


tere Operation, so kann man durch Vertauschung derselben mit 
allen vorhergehenden P auf niedrigere Polaren zurückführen, da 
das Resultat der letzten Vertauschung identisch verschwindet. 
Dieses Verfahren lässt sich, wenn nöthig, an den Gliedern des 
für P erhaltenen Aggregats wiederholen, bis man zu Ausdrücken 
gelangt, welche nur noch Polarenbildungen der gewünschten Art 
erheischen. Ebenso kann, wenn nöthig, mit P', verfahren 
werden. 


2 . 

Die Operation 

02 ( 05 * ^ 02 

9 ^ 9 u x 9# 2 9 u % 9# 3 9 z / 3 

soll mit [Z\xuj ihre Wiederholungen mit Q ln, OL,. • • bezeichnet 
werden. 

Ist w eine ganze homogene Function mten Grades von x x , 
x 27 x s und zugleich eine ganze homogene Function nten Grades 
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von a x , u %J u j und bezeichnet man den Ausdruck 
u x x v -f- u z x z + u 3 x 3 
in üblicher Weise mit u x , so wird 


+puP- 1 (u 1 


doj 

du. 


-hx. 


0O) 

dx 1 


•) 


i'l VO/| 

= p(m+n +p+2)tiP~ 1 oi+uP □*„ w. 

Unter derselben Voraussetzung ist: 


I 1 xu s x M ^ 4~ \ur 


OL«*“ = «*□*„<»+ 21 Q 


4 ) 


P^‘m = (»+i)[J[L. 


Hieraus folgt 

□T. 4 *«" = (m+p) (’) w 


= (m+p)(m+p — 1) (JJ □“+^’-V- 2 w 


5 ) 


=(»»+lO(»+l> — 1) ... (m+1) □* w 

und aus ähnlichen Gründen 

□*+*“*'“ = (n+p)(n-hp — 1)... (n +1) □” «. L ' 

Ferner wird, wenn oj auch die Veränderlichen z z , z 3 
enthält, 

□L (*) w = 2 □„□„«+ (*)üi,« 
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□S?' 1 (*) w = (»+!)□»□£, w. 

Hieraus folgt 

= (m-hp)(m+p —1).. (m+ 1) □?,w. 7) 

3. 

Die Operation 

/ 8 « 3 2 \ / 3 * _ 8 *_\ /_ 3 *_ 3 2 \ 

Wjj tiy 3 dx 3 dyj +U *[dx 3 %y i 8a? t 8 j/ 3 / ,<3 Wj 3^ 8 yj 

und ihre Wiederholungen sollen mit , i^y 'j > • • • > c ^ e Deter- 
minanten 

x dh x s!h x iV3 x \ y% x zVi 
mit 

(xy\ (xy\ (xy) 3 

und die Operation 

mit ^ bezeichnet werden. Das Resultat, in welches eine Func¬ 
tion f{u) von u v u % , für die Substitution 

u i = ( x i/)i u 2 = ( x v\ u * — ( x y) 3 

übergeht, kann bequem durch fQv'y) ausgedrückt werden. 

Man hat: 



( 8 ) 


( 9 ) 
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Ist daher w vom Grade n in Bezug auf s i9 s 2 , s 3 , so wird 



□ 71 

oü 

ua 


o> = (n + p)(n+p— 1). . . (n+1) 



10 ) 


Ist die Function y homogen und vom Grade p in Bezug auf 
x t , x 27 x 37 homogen und vom Grade v in Bezug auf y 17 y 27 y 3 
und von n 17 u 27 u 3 unabhängig, so genügt die Function 


v —p 



— 0 


der Gleichung 
Setzt man nämlich 


□*u® = 0. 


11 ) 



4. 

Wenn w(a? ; y 7 u) eine ganze homogene Function sowohl von 
x i7 x 27 x 3 als auch y l7 y 27 y 3 und u v u 27 u 3 mit den Grad¬ 
zahlen m 7 mn ist und zur Abkürzung 

(*y) i = w t ( x v\ = (®y)» = 

gesetzt wird, so findet man 

O W 0 F,2/,W ) — (Q)“^ *) + (»+^+»+l)(“)<4*>Sfi») 

—Mx □*„ 2/, w) — %L,J □*,»(*, y,«) j 12) 
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die doppelten Klammern sollen andeuten, dass bei der Operation 
von den Determinanten w 2 , io 3 abzusehen ist. Diese Formel 
zeigt, dass der Grad in Bezug auf die genannten Determinanten 

durch die Operation höchstens um eine Einheit verringert 


wird. 

Ist w von y t , y 2 , y$ unabhängig oder m f = 0 , so folgt 
aus (12) 


M*>«o==(*»+»+!) 


w 


w) - U x [J xw Oi{x, w) 


und durch wiederholte Anwendung dieser Formel 


,xy. 


io) =(?w+nH-l) . .(wi + 2)( I m(x 7 w) 


w 


■ C x u x \ 


w 


-h c t ul\ 


10 




— (j}l j 1)|* * tl) ~f~ U x \ \xu ll) Hh ft? Ux I 1 xu toQVj u) 

wo C t , C %y . . ji, j 2 ,... Zahlencoefficienten und p die kleinere 
der Zahlen m , n oder auch eine derselben (wenn m — n) be¬ 
zeichnen. Genügt oj insbesondere der Gleichung (11), so wird 

X) j “(»,») = (M . + 1) — “(»,«)• (W) 

Eine Function w(#,w), welche der Gleichung (11) genügt 
und für die Substitution 


«1 = (x y\ u % = (xy\ u s = (xy) 3 (15) 

verschwindet, wo y t , y z? t/ 3 beliebige Veränderliche bezeichnen, 
ist identisch = 0; es ist dann nämlich auch 



(x, x-y) = 0 


und demzufolge nach (14) 

(m-hn-h 1)! n ! 

(m + 1)! 


e*>(a?, u) = 0. 
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Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Theil- 
barkeit eines ganzen bihomogenen Ausdruckes o)(x,u) der Ver¬ 
änderlichen x x , x 2 , x 3 und u t , u 2 , u 3 durch u x besteht in dem 
identischen Verschwinden desselben für die Substitution (15). 
Ist nämlich 


so hat man 


w = Q.ü x , 

u{x,x-y) = 0; 


findet umgekehrt diese Identität statt, so ist auch 



) x-y) = 0 


und daher nach (13) 


(m-bn-biy. n\ 

(m+ 1)! W 


Ux ( äl C]*« W Ux ^ . . .). 


Herr Gordan hat gezeigt, 1 dass jedem ganzen bihomo¬ 
genen Ausdrucke ©(#,?/) der Veränderlichen x X} x 29 x 3 und 
u x , u %) u 3 und zwar nur auf eine Weise die Gestalt 


© z= w Q + u x <j) x . . . (16) 

gegeben werden kann, wo w 0 , cn t , . der Gleichung (11) 
genügende bihomogene Functionen der genannten Veränderlichen 
bezeichnen. Diese Entwicklung ergibt sich folgendermassen aus 
dem Vorhergehenden. 

Findet die gewünschte Identität statt, so hat man 


<d(x,x-y) = ^ 0 {x,x-y) 

und demzufolg e nach (14), wenn m, n die Gradzahlen von 0 sind, 


\acyj 

Hieraus folgt, wenn 
gesetzt wird, 


9(x,x-y) = [ ) ü> 0 (x,x-y) = 


x y 


v _ (in+n-\-V)\n\ 


(m + 1)! 




□* © = ©/- 
1 - ‘XU 


1 Über Combinanten. Mathem. Annalen. Bd. V. 
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(m- f-1) 


0 (m+ra + 1)! n\\xy. 

Ferner ergibt sieb nach (4) aus (16) 

\\ 


9(x,x-y) = S-bC l u x G l -hC z ulS i 


w* 


„ k\(m+n— Ä+2)! 

04 - Jm+n —2Ä+2)! Wi+1 + ' 

(»r+ra—2£+2)! 

= t! (»,+,-4+2)1 *•*) 

__ (m— ä+ 1)! (m+n —ä + 2)! 

(m + w—2 ä+ 1)! (ii — k )! k ! (m + n — k +2)! \xy. 

= C l ® k +C[u x ® k+1 .. 

k=l f 2j. 


®*(#> ^*y) 


Legt man umgekehrt diese Werthe von co^Wj,. zu 
Grunde, so ergibt sich die Identität (16) durch Elimination von 
© t , 0 2 ,. . . zwischen den Gleichungen 


(wz+1)! / u ' 

(m+rc+1)! n\ \xy, 


n 

| ®(x,wy) = 0 +j 1 !G 0 1 +j 2 t 40 2 +. 


m ! 


_ (*)• 

(m-\-n —1)! (n —1)! \xyj 


©i(^; ^y) = 0 t +s( «*ö*+a£ttS0 8 


5. 

Die Operation 

03 03 03 03 03 03 

öfj 9 v?jj 0<^3 3 fj 3 v 7 3 0 t 2 Öf 2 3 v 5 3 Ötj 0^ 2 075 t 0 f 3 0 f 3 0 VJ 1 0£ 2 0^ 3 0 V ? 2 0 £ f 

soll mit v^c bezeichnet werden. Dieselbe ist mit jeder der Po- 
larenbildungen 



vertauschbar. 

Bezeichnet w eine sowohl in Bezug auf £ t , ? 2 , f 3 als auch 
v? u *? 2 , v? 3 und £ t , £ 2 , £ 3 homogene ganze Function, M eine ganze 

Sitzb. d. mathem.-natunv. Gl. XCV. Bd. TI. Abth, 63 
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positive Zahl, (c*>) eine Polare von a>, in welcher die erste der 
zu vollziehenden Polarenbildungen entweder 
^ ^ ist, so hat man 

V frc (?*? C) w = Mo) 4- 2g (oj) , (18) 

wo 

m = s±f^ # c 3 . 

Diese Identität ergibt sich aus der Formel (14) meines oben 
eitirten Aufsatzes, wenn man dieselbe auf die Function 
an wendet; es wird dann, da 

ist, 

0> = S 4 (^C)(w) + m) V **(&£>> 

und hieraus nach Forthebung von (£v?£) 

Vftc(&O w = Mo) — 2j(w). 

6 . 

Es seien 

#i # 2 # 3 (19) 

und 

?i l ?f 2 ?i 3 (^) 

Veränderliche, welche in Anlehnung an die analytische Geo¬ 
metrie Punkt- beziehungsweise Strahlencoordinaten genannt 

werden sollen. Eine bihomogene Form y dieser Veränderlichen, 

welche in Bezug auf x XJ x %7 x 3 vom Grade m und in Bezug auf 
u l7 u %7 u 3 vom Grade n ist, werde ich vom Grade m und der 
Classe n 7 die Zahlen m, n kurz die Gradzahlen von y nennen. 

Macht man in einer Form y der Veränderlichen (19), (20) 
die Substitution 

*1 = f 1 x 1 +v, 1 x 2 + c 1 x 3 u t = (:nO^\ + m^+^\ü 3 

X 2 — £ 2 X x +vj 2 X 2 -+-? 2 X 3 U % — (^Oz ^1 (^2 U % (^)ä ^3 (21) 

*^3 — ^i+^ + C 3 A 3 —- 0?Ö 3 ^1 “p(C^)3 U 2 + (^,yi) 3 U 3 j 

so geht dieselbe in eine Form der neuen Veränderlichen 
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X %J X 3 U 1) U Z7 u 3 

mit denselben Gradzahlen über, deren Coefficienten allgemein 

mit (y) bezeichnet werden sollen und die Coefficienten von cp 
linear-homogen, die Elemente 

4 4 4 

r 'i n 3 22) 

C 2 

im Grade m-i~2n und überdies sowohl f 2 , f 3 als auch r) v y) v y) 3 
und K\) C 2 > C 3 homogen enthalten. Eine ganze Function der 
Coefficienten (<p), einer oder mehrerer durch die Substitu¬ 
tion (21) aus den Formen 

r, ( 23 ) 

hervorgehenden Formen, welche ausserhalb dieser Coefficienten 
weder die Elemente (22) noch die Coefficienten der Formen (23) 
enthält, soll allgemein mit © bezeichnet werden. 

Durch die Polarenbildungen (17) werden die Coefficienten 
(f) in lineare Functionen derselben Coefficienten — mit Zahlen- 
coeffieienten — verwandelt. Ist nämlich y die aus y durch die 
Substitution ( 21 ) hervorgehende Form, so wird etwa 



V = 


Y 

1 8 -X, 


_ u Ü?_. 

8 w t 


Es ist daher auch 


Q © = © © = © 

Nach (18) ist 


(24) 


(25) 


Ein invariantes Gebilde ©(#, u) einer oder mehrerer ter¬ 
nären Formen kann als ein Ausdruck definirt werden, welcher 
in Bezug auf die Coefficienten jeder dieser Formen und jede der 
Coordinatengruppen (19), (20) ganz und homogen ist, und einer 
Identität von der Form 

(£v? 0 (£1 X { + v/ 1 X 2 H- Ci A 3 ,. ., C^)i i\ -4- (C£) t U % + (^75)1 ü 3 ,. .) = © ( 26 ) 

63 * 
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genügt. Die ganze Zahl r soll der Exponent des invarianten Ge¬ 
bildes genannt werden. 

Ein invariantes Gebilde mit negativem Exponenten ist 
immer durch u x theilbar; aus einer Identität von der Form 

0(£ 1 X 1 + v ?i X 2 + £ 1 X 3 , (0,0, + • •>••) = (£0 7 ® 

folgt nämlich, wenn man 

X t = 0 3 = 1 x 2 = X 3 = 0, = u t = c, = C 2 = C 3 = o 
setzt: 

0(f, ?’*) = 0. 

Da, wenn unter x X} ., u x ,. die Polynome (21) verstanden 
werden, aus (26) 

\ _X*_ + _!!*_+J! 2 _ 

v "> \ S.Y.'dP, ! ~ 3X t W t 3X,Wi *X,W, 

also auch 

(£„ S )- + . D ,,,0 = X ®, + =« 


folgt, so sind Q™©, [DL©, zugleich mit 0 invariante Ge¬ 
bilde. Hieraus und aus (16) ergibt sich, dass alle invarianten 
Gebilde eines Formensystems sich linear durch invariante Ge¬ 
bilde darstellen lassen, welche der Gleichung (11) genügen und 
zu welchen Potenzen von u x als Factoren hinzutreten. 

Wenn es sich demnach um Aufstellung eines allgemeinen 
Bildungsgesetzes für invariante Gebilde handelt, so kann man 
sich auf solche Gebilde beschränken, welche der Gleichung (11) 
genügen und keinen negativen Exponenten haben können. Ist 0 
ein solches Gebilde und setzt man in (26) 

X t = c 3 = 1 X, = X 3 = U t = £4 = 0, 

so ergiebt sich 

(&9 r 0 (£,£•») = »> (27) 

und hieraus, wenn m } n die Gradzahlen von 0 bezeichnen, nach 
(18), (14) ' 
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0 = 




v «@- 


(28) 


Ist umgekehrt @ in Bezug auf die Coefficienten der einzel¬ 
nen Formen des Formensystems (23) homogen, in Bezug auf die 
Elemente der drei Zeilen des Elementensystems (22) homogen 
und vom Grade p, q, r und p ^ q > r, so ist der Ausdruck 


0 





wenn er nicht identisch verschwindet, ein invariantes Gebilde 
des Formensystems (23) mit dem Exponenten r und den Grad¬ 
zahlen p — q, q — r. Es sei, um dies darzuthun 

a £ = ££[+*%+ 

hi = H- r n r/ % + 'Qn^ (29) 

c i ~ +CiC3 

und es gehe © in ©o über, wenn man & für jeden Werth 

von i durch a i7 h £ , u ersetzt» Es ist dann ©° eine ganze Function 
(p + q+r ) teu Grades der Elemente £' und enthält die 

Coefficienten der Formen (23) sowie die Elemente (22) nur in 
den Verbindungen (y), . .; denn die Formen (23) werden durch 

die Substitution 


x t — +b;X 2 + C;'E 3 u t — (bc)iU t + (ca) i U E + (ab) t U 3 

in dieselben Formen verwandelt, wie durch die nach einander 
zu bewerkstelligenden Substitutionen 

^ = Wq +iO,+wr 8 Ui = 0 oZ)iU x +(C?)iC4+(^>K3 

Xi — + >j{3£ 2 + Pi = (>? / C / )^l + (^^0^2 “1” (CV)iU 3 . 

Versteht man nun unter . die Polynome (21), so 

hat man nach bekannten Begeln für eine Function der Poly¬ 
nome (29) 


V £/'/)/!;/ — (^0 V ah c 
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xy -«/ uv-* 




. [xy-tfu\t- r 


ab. 




und da einerseits 


x^-ifuy- 

.ab. 


V <ioc®° = 0 (^ U ) 


ist und andererseits der Ausdruck 


'*Y ~*( ü ' 

& kv. 


Vw® 


o 


die Gestalt © hat, so bat man die Identität (26). 

Vermehrt man das System (23) um die Formen s xy u zy so 
fallen die Invarianten des neuen Formensystems mit allen inva¬ 
rianten Gebilden des ursprünglichen Formen Systems und um¬ 
gekehrt zusammen, wenn man in letzteren die Punkt- und 
Strahlencoordinaten mit % xy , z 3 , s l7 s z , s 3 bezeichnet. 


7. 

Jede gegebene ganze Function © A der Coefficienten (y),. .. 
welche in Bezug auf die Coefficienten jeder der Formen (23) und 
in Bezug auf die Elemente jeder Zeile desElementensystems(22) 
homogen ist, lässt sich in der Form 

©i = Ej(r 0 )+(^02ä 1 (r 1 )+(^0 2 2 ä ,(r J )+... (30) 

darstellen, wo g, j 1; . . . Zahlencoefficienten und r 0 , T 1; der 
Gleichung (11) genügende invariante Gebilde des Formensystems 
(23) mit den Exponenten 0, 1,.. bezeichnen. 

I. Wenn © t die Elemente £ l; C 2 , C 3 nicht enthält und in 
Bezug auf £ 2 , £ 3 und v^, rj ZJ v? 3 vom Grade /m und v ist, so 
hat man nach Formel (20) meines citirten Aufsatzes 


wo 


®i = ä(r 0 )+ä , (n i) )+m 2) )+- 


rw — 

1 ü — 


rer 



und 
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W ) = Q V W ,^). 1 

II. Enthält © t die Elemente C 1? £ Ä , C 3 , so hat man nach 
Formel (6) des citirten Aufsatzes 

®i = MP}+m)Pi, 

wo P x linear zusammengesetzt ist aus 

w i = V w (®i) 

und Polaren dieses Ausdrucks und [P] Polaren von Ausdrücken 
P bezeichnen, welche selbst wieder Polaren von sind, aber 
£ t , Cj,, C 3 nicht enthalten. Alle diese Ausdrücke P haben wieder 
die Form © und können nach I entwickelt werden, so dass man 

®t = sa(r 0 )+(&«)/>, (3i) 

setzen kann. Mit der Function w 1 kann ebenso wie mit ver¬ 
fahren und 

«i = WMW» 

gesetzt werden, wo I\ aus 

w 2 = V?, : ®i 

und Polaren dieses Ausdruckes linear zusammengesetzt ist und 
[0] Polaren von Ausdrücken Q bezeichnen, welche selbst Polaren 
von o) 1 sind aber , C 2 , C 3 nicht enthalten. Alle diese Ausdrücke 
haben die Form y ^ ©, weil die Operation y mit allen Po- 
larenbildungen (17) vertauschbar ist, und man kann, indem 
man die Formel ,(20) des citirten Aufsatzes auf dieselben an¬ 
wendet, 

Q = W) 

setzen, wo invariante Gebilde des Formensystems (23) mit 
dem Exponenten 1 bezeichnen. Da aber P x aus und Polaren 
von linear zusammengesetzt ist, so hat man auch 

p i = *h(j\)+(mpi 


1 Vergl. Clebscli-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. S. 920. 
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und demgemäss 

®i = 28(r 0 )+(^02j 1 (r t )+(^o 2 i ) '. 

ct> 2 kann wieder wie o) { behandelt werden u. s. f. 


8 . 

Lineare Formen. 1 

Es sei ein System linearer Formen der Veränderlichen (19) r 

( 20 ) ‘ V '' 

ci X j b X y (32) 

tlay tlßy (33) 

gegeben und es soll die allgemeine Gestalt aller Invarianten 0 
dieses Systems bestimmt werden. 

Man hat drei Fälle zu unterscheiden. 

I. Alle Invarianten, welche nur die Coefficienten der Formen 
(32) enthalten, entstehen aus einer ganzen homogenen Function 
@ 3rten Grades der Coefficienten 

«E, «i), «t, h, (34) 

der transformirten Formen durch rmalige Ausführung der Ope¬ 

ration v {j)t . 

Nun ist 


9 3 © _ 9 3 ® . 8 3 @ ; 

8lx^3^ — 8a 5 8ß^8 «(; ax + 8«- 8«^ “ l ^ ' 


8 3 © 

9ß^96-/j3 


+ . . . 


und demzufolge 

v«® = °, 

wenn die Anzahl der Formen (32) < 3 ist, dagegen 
Vftc® = 

wenn diese Anzahl ^ 3 ist. Nach rmaliger Ausführung der Ope- 


1 C leb sch. Über symbolische Darstellung algebraischer Formen. 
Cr eile, Bd. LIX. 
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ration y erhält man daher in letzterem Falle eine ganze ho¬ 
mogene Function rten G-rades der Determinanten 

(cibc), (35) 

II. Alle Invarianten vom Exponenten r, welche nur die Coef¬ 
ficienten der Formen (33) enthalten, entstehen aus einer ganzen 
homogenen Function © der Coefficienten 


(ar/C), (atf), («&),. (36) 

3 r 

vom Grade — durch malige Ausführung der Operation 

woraus zugleich erhellt, dass r gerade sein muss. Die Function 
© lässt sich nach 1 durch die Polarenbildungen 




(37) 


aus Ausdrücken ableiten, welche selbst Polaren von © sind, aber 
die Coefficienten , . ., ß u . . nicht mehr enthalten und daher 

3r 

nur die Form C(C^C) T haben können. Vollzieht man die Operation 


r 

yj! , so ergibt sich ein Resultat von der Form MC(&£)z und 
die Ausführung der Polarenbildungen (37) liefert, wenn die An¬ 
zahl der Formen (33)>,3 ist, eine ganze Function-^-rten Grades 


der Determinanten 


(«fr), (38) 

und im Gegenfalle ein identisch verschwindendes Resultat. 

III. Enthält eine Invariante 0 sowohl Coefficienten der For¬ 
men (32) als auch Coefficienten der Formen (33) und zwar letz¬ 
tere im Grade n , so hat man 


e = 

wo © eine ganze Function der Coefficienten (34), (36) bezeichnet 
und durch die Polarenbildungen (37) aus Ausdrücken abgeleitet 
werden kann, welche die Elemente a 2} a 3 , ß 1; nicht 
mehr enthalten und daher die Form (£*?£)” G haben, wenn unter 
G eine ganze Function der Coefficienten (34) verstanden wird. 
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Ist nun r < n, so hat man 

VwßnQrG = (W' G ' 

und nach Ausführung der Operationen (37) eine ganze Function 
der Determinanten (38) und der Ausdrücke 

«a, «ß,... l>a, (39) 

Ist insbesondere die Anzahl der Formen (33) < 3, so ist 

0 ~ 0 . 

Ist r m n so hat man 

V f w (W fi = G 

und erhält für 0 eine ganze Function der Ausdrücke (39). 

Ist r>n , so wird 

V r w (^0*C= 

und man erhält nach r — rtfacher Ausführung der Operation 
^7^ eine ganze homogene Function r — wten Grades der Deter¬ 
minanten (35) und raten Grades der Ausdrücke (34), welch' letz¬ 
tere durch die Polarenbildungen (37) in (39) übergehen. Ist ins¬ 
besondere die Anzahl der Formen (32) < 3, so ist 0 =0. 

Alle Invarianten der Formen (32), (33) sind demnach ganze 
Functionen der einfachsten Invarianten (35), (38), (39). 


9. 

Invariante Gebilde einer quadratischen Form. 1 
Es sei eine quadratische Form 


f(x) — a n x\ + a %% x\ 4- 4- 2ct 2Z x % x z 4 - 2a { 4- 2a x % x x x z 

gegeben, und es werde 

- l (y 


f(*> v) = i \ x )tl x ) = 
r< * *> = >!; 


1 Clebsch-Lindemann, Vor], über Geom. S. 287. 
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/*(£) — c n /OO — c 22 

fM = C* 3 /'(«,«) = «31 


/XÖ — C 33 

f(^)=c n 


«23 — «11 «22 «33”*“ 2 «23«31«12 


*11 ? “12 ? “13? “l 


*21? “22? “23’ “2 


*1 ? 1 2 ? 


= («22 « 33 — « L ) «?+• • 

+ 2 («12«13 - «U«2 3 K«3 + 
= F ( U ) 


F(u,v) = ^ V )F{u) 


F(i, u) — 


, ^(«) 


gesetzt. Nennt man F kurz die Gegenform von f\ so ist Df(x) die 
Gegenform von F(u) und man hat die Identitäten: 

f (®> x ') f(y> y 0 —f( x > 2/0 f(y, x ') = F(x- y> <®y) 

F(tij ii!) F(y, F) — F(u 9 v') F(y,u f ) = Df(icv 9 u !, v l ). 

Die Form /'geht durch die Substitution (21) in 

C \ 1 Xl "h C 22 ^2 "h C 33 ^3 2c 23 ^2 ^3“*“ 2c i 3 ^3 ^4 2c i 2 ^4 ^2 

über und wenn © eine ganze homogene Function der Ausdrücke 
(40) bezeichnet, so lassen sich alle invarianten Gebilde von f 
linear durch die Gehilde 


0= U/ UJ v r ««. 42) 

multiplieirt mit Potenzen von u x , ausdriicken. 

Um die allgemeine Gestalt der Gebilde (42) zu ermitteln, 
sind die Fälle r = 0 und r > 0 zu unterscheiden. 
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I. Ist r z= 0, so kann © nur c nJ c 12 , c 22 enthalten, weil r C v 
£ z , (^ 3 darin nicht Vorkommen dürfen. 

Ist auch noch n = 0, so kann © nur die Form Cc p n haben 
und man hat 


x 


es kann also m nur =: 2p und 

0 = c t f>(*) 


sein. 


Ist n> 0, so hat man nach bekannten Regeln 


3 2 @ 


3 2 © 


8£ p 3v?<x Ö^ a 3y?p 
und hieraus: 
u 


43 2 © 


3 2 © 


= Isä“ W.) 


■ s±“,rtw(sw 

Nach (12) folgt dann 




= F(«, S-v?) “J®+FO). ® 
%F(u) 9® 


9m, 9|, 


4- . 


1 

-TT M„ 

9F(m) 9® 

J 2 ^ 

3 u x 3 v? 1 


es ist aber 

9 F 9® 
9 u x 9£, 


9® / 9jF 9c,, 
9c,, V 9 m, ,9£, 


. n 9® 9® 

= 4fl “'ä^ + 2J, "'3r 


1. 

3c 12 3^ 


12 


3F 3© 
3 mj 3 ^ 


+ = 


_3®/3F3c^ \ 3© /3F3c 22 

3c 12 3v? 1 + + 3c 22 \3w t 3v? 4 


_ 0 n 9© ,^3© 

— 2 Diu ~-f- 4Du n r— 

ÖC 12 ^22 

und, wie so eben gefunden wurde, 
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Hienach hat man also 

( © = F(u). © + F(u, C"/' / )2© 

+ Z)wf ® + «7} © -+- Dm 2 © 

und wenn man noch F(ii, £*v ?) 3 nach (41) durch 

^ («) — D (f(£) «5 — 2 /'(^ ’j) «i «5 + /'( v )) 11 !) 

— C 22 — c n) — ^(«u — 2c n U Ti t^ + C 22 ul) 

ersetzt, so wird allgemein 

^ ^ © — F(i.i) . © + Z)w|©+Z)i^^ 7 j©+Z)z^ ©. 

Aus dieser Formel folgt nun leicht nach (8) 

© = F 2 . © + D?/|F2" _1 ©+2)?/cw rj F2" _3 © + Du^” 3 © 

+ /) 2 w|FT“ 2 @+. . (43) 

wenn w gerade, und 

= F(u, £*v?)[fV©+. .], 

wenn n ungerade ist. 

Hieraus schliesst man zunächst, dass die Gebilde der be¬ 
trachteten Art nur von gerader Classe sein können. Ferner dür¬ 
fen r) i , r/ 2 , y ? 3 in der Formel (43) nicht mehr Vorkommen und es 
müssen daher alle Glieder mit fortfallen und die Ausdrücke © 
sich auf Potenzen von c u — von constanten Coefficienten abge¬ 
sehen — reduciren. Man hat daher nach Ausführung derPolaren- 

bildüngen ^ 

0 = CJ?in + ^Dt&p-'FT' _1 + C t Dh£f*-*F*-*+. ... (44) 

II. Wenn r>0ist, so hat man zunächst die Wirkung der 
Operation V w auf eine ganze Function © zu ermitteln. Man 
findet, wenn a, ß } 7 irgend eine Permutation von 1, 2, 3 bilden, 
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a 3 ® _ a 2 ® a 8 ® a 2 ® 

apvc; “ (la? ap^7 + Ua '< ar /? ac 13 + 


y 3 3 ^ 3c ip Ö ^ga 86 3t 
+ Z-J 9 £« ÖC T ' 


wo das Summenzeichen sich auf alle Werthe 1, 2, 3 von p, o*, r 
bezieht. Setzt man statt a, ß 9 y alle sechs Permutationen der 
Stellenzeiger 1, 2, 3 und addirt alle auf diese Weise aus der vor¬ 
stehenden Identität hervorgehenden Gleichungen, nachdem man 
sie mit dem Vorzeichen der Permutationsclasse versehen hat, so 
ergibt sich für V^c® ein Aggregat von Gliedern, welche alle 
die Gestalt 


®. 


z 


3c, P 




3Cg. 3 cj,y 

H K 


haben; in dem besonderen Falle, wo 0 in Bezug auf die Coef- 
ficienten von f die dritte Ordnung nicht erreicht, erhält man ein 
identisch verschwindendes Resultat. Die Determinante 


Z . jhhp ^3t 

~ Ö?! ÖV?2 ÖC 3 

ist aber, wenn unter den Stellenzeigern p, a , r gleiche Vorkom¬ 
men, identisch =0, und wenn p, er, r verschieden sind oderohne 
Rücksicht auf die Reihenfolge mit 1, 2, 3 zusammenfallen, von 
einem Zahlenfactor abgesehen 


V+/•(!,C)r(2,v,)/X3,0 = />(^)- 


Es ist sonach 

V w ® — -D • @ • (C-c?). 

Nach (25) folgt hieraus 

V 

Bezeichnet daher v die grösste in enthaltene ganze Zahl, 
so wird, je nachdem r gerade oder ungerade ist 
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V —■ D* @ 

oder 

= D* • ® • (£>??). 

Im zweiten Falle müsste 0 identisch verschwinden und es 
gibt daher nur invariante Gebilde mit geradem Exponenten» 
welche der Gleichung (11) genügen. 

Ist nun 0 eine Invariante, so hat man 

0 = C.D\ 

Ist dagegen 0 vom Grade m und der Classe n, so hat man 


0 —B' 




® = & Ö 0 , 


wo 0 O ein invariantes Gebilde vom Exponenten 0 bezeichnet und 
die Form (44) hat. 

Alle invarianten Gebilde von f sind demnach ganze Func¬ 
tionen der Ausdrücke 


D, f, F, n x . 


10 . 

Es seien o)(x,u), uf(w,u) zwei der Gleichung (11) genügende 
ternäre Formen mit den Gradzahlen m, n und m f , n'. Man denke 
sich diese Formen durch die Substitution (21) transformirt und 
es handle sich um die Entwickelung des Ausdruckes 


xy «V 


wo 


p-h2q 3r = m + 2 n 4- m! + 2 ?i f . 


Da 


= -r-r-^ □ * □» W(W, V) t m U n 

! ft !) 2 ' r ' z 


J = ( m /t „/!)» □£- «?•> 
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so hat man 


(w) = C □* w(y, v). Q 

oo=< 7 'n 

Q = ^ 

Q' = 


A + /J. + V = m P + C7 + T = 2 z 

X / -h|ui / -hv / = m 1 p'-ha'+T 1 zz v!, 

und demzufolge 

21 = CG □- □- < 0 ( 3 ,, v) <J (y>, v>) (' “J v; 


Nach 8 ist 


x V / u V 


Vk QV 


W \£r,J Veit** 

eine ganze Function der Ausdrücke 

(ft'tt) (# 22 /) 

^z 1 j tx, ^z) tz 1 j ^x , q ^z, ^z 1 ; 

und zerfällt demgemäss in Glieder, welche alle die Form 


p= t a , t ,b t* t u : t° t ,c> u d u a \ (tt'u)* 

v x z z z z x x z V / 


oder die Form 

P' — iu k t a , t" J t- t h -\ t c t lc ' u d It d l (xzz’Y 

u X z z Z z' X X z z \ / 

haben. Führt man nun die Operationen {^\ yt , an 

P'Ay ,») 'P(y', O, P''Ay, ») O 


mit Hilfe der Formeln in 2, 3 aus, so ergeben sich Ausdrücke 
von der Form 
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Djv v ) v ') 
D'v u(y, v ) o/<y, </), 


welche der Gleichung (11) zufolge in allen Fällen, wo e > 0 
oder t' > 0, identisch verschwinden, und man hat 



□°, n 4 . 

I- h/ß' I- ly'v 


w (y, v) >J (y', v'), 


wo mit Rücksicht auf die Gradverhältnisse 

k+c + c'—p k+d+d'+e=q 

a + c+e — m b + d — n b+c'+e ■=. ml a+d' — n', 

oder 


ST = 



□ a ,n ä , 

l-l?/y' I-ly'y 


<*>(& ») u'), 


WO 

k -+- c+d+e tu; p h + d+ df ~ ^ 

« + £ = m b+d+e — n b + d — w! a+d!+e=zn f . 

In dem besonderen Falle, wo p — q = 0 ist, muss, wenn 
kein identisch verschwindendes Resultat sich ergeben soll, 

a — m — n ! b — n — m ! 

sein. 

Zwei Formen von der Art, dass die Classe jeder derselben 
dem Grade der anderen gleich ist, sollen Formen mit coraplemen- 
tären Gradzahlen heissen. Sind f,g solche Formen mit den Grad¬ 
zahlen m, n und n 7 m und 

UKXX) U)(;>(X) 

die Coefficienten des Productes 

x\ x\ x\ u\ u\ 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XCV. Bd. II. Abth. 


64 
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in denselben, wo unter ^ der Coefficient von x\ x\ x\ in 
(x x -F# 2 -4-a7 3 )™ zu verstehen ist, so werde ich den Ausdruck 



in welchem sich das Summenzeichen auf alle aus nicht negativen 
ganzen Zahlen bestehenden Lösungen der Gleichungen 

« 4- ß + 7 — m A-hti-hv zz n 

bezieht, mit [/’ f\ bezeichnen. Wie leicht zu sehen, ist 

[/; /'] = f(s, *0 Cj{y', v'). (45) 

Auch für den Fall, wo f\ g die Gradzahlen 0, 0 haben, soll 
diese Bezeichnung und zwar für das Product f.g beibehalten 
werden. In dem vorliegenden Falle ist demnach 

® = V«W ( w 0 = c i<»> w 'l 

r — 


oder 


je nachdem w, w 7 complementäre Gradzahlen besitzen oder nicht. 


11 . 

Mit Hilfe der Formeln (45), (5), (7) findet man 

[f, k ( j] = ( j\ ( 4ß ) 

Wenn w, o/ zwei Formen mit complementären Gradzahlen 
sind und, nach (16) entwickelt, die Gestalt 

OJ ZZ tt> 0 —|— tl x 0) x + Ul . 

W 7 ZZ W 0 -hU x wj-+-W*. . . . 

annehmen, so ist 

[w 7 w'J = [oj 0) W 0 '] + C\ [u, ,*»;]+ C % K, «ü+ • • • (47) 
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Denn es ist einerseits 

K <*>'] = 2 [«“ 0 ) a , u b Wj] 
und andererseits nach (46) 

[«“ m* ü4] = C[w, w'] 


= 0 , 

je nachdem a = b oder a ^ b ist. 


12 . 

Wenn 

g g' h V (48) 

Formen mit den Gradzahlen 

m ? n n, m m f , n ! n /, m! 

sind, so ist die Differenz 

[f/h, g'h'] — [g, ()'} [h, A'] 

in der Form 

h [A,A']+ i '[B,B>}+. (49) 

darstellbar, wo A ? B, .. . invariante Gebilde des Formensystemes 
(g y A), A f } B\ . . . solche des Systems (</', A') bezeichnen, deren 
Gradzahlsummen < m+n+m!+n! sind. 

Denkt man . sich die Formen (48) durch die Substitution (21) 
transformirt und die Coefficienten der transformirten Formen mit 


L;X:K& 


bezeichnet, so wird 



64* 
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und demzufolge 

wr +n+m,+n y> *'] = ZU 7 ) CZ)Uv)^Z ')' p> 


P=7j 




yj 11 xdß'y 7U jx v 


Es sei nun, wenn man </A, g'h! nach (16) entwickelt, 


gh — o)4 -u x u x - 


g l h! = w , 4-tt aj c*>J+ . 


der Coefficient von X“ Xj U\ U'^ in der durch die Sub¬ 
stitution (21) transformirten Form w. Entwickelt man die Differenz 

a _ _/äju.v\ r A V v '\ -/X4-A 7 ,/j.4-ju / ,v4-v / \ 

“^Va/37/ l \oc , ß , y , J \a 4 a / , 040 ',747V 


nach (30) in 


sj(To)+(foOSjiCr 1 )+..., 


so kann man zunächst darthun, dass unter den Gebilden T 0 
keine von geringerer als der 7z4w / 4l ten Classe Vorkommen. 


Diese Gebilde gehen durch die Operationen (^ J> \{r)> ) 

aus Polaren von A hervor, welche Cu C 2 > C 3 nicht mehr enthal¬ 
ten und in Folge dessen lineare Functionen der Coefficienten des 
Ausdruckes A° sind, in welchen A nach Ersetzung von v? e -, C» 
durch 3Ej 4- 3E Ä ^, 3i £+3*^ übergeht. Denkt man 

sich eine Form y(#,w) nur durch die Substitution 

Aj 4- vj ( X, 4 Ci X 3 


transformirt und den Coefficienten von X“ X^Xj in der transformir¬ 


ten Form mit y a ßyjf<^ 11 ) bezeichnet, wo unter w der Grad von 
f zu verstehen ist, und setzt man 
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( U ) ^a+a/.ß+ß/.v+Y' ( M ) — ^(£p * *> ') Cp * •? U ) 

so wird 


A o = w +x-. V ( Xt $ +x 2 5j 1 ., D,e,+8.UP. +3»*,,• •, fr) 

und es ist klar, dass alle Coefficienten von A° linear aus den 
Coefficienten des Ausdruckes 


^(ae,^ +se 2 v?i,.Dt •> + B 2 ^ik • » £*0 

zusammengesetzt sind, welche allgemein mit ^(£,v?, £-> 7 ) bezeich 

/^ Yp 

net werden sollen. Nach (12) enthält nun J \f>, wenn p<?i-h?i f 7 
die Determinanten (&?) t ,. wenigstens im ersten Grade und ver¬ 


schwindet somit identisch nach Ausführung der Operationen 


x 


x 


KP 


. Ferner ist nach derselben Formel, von Gliedern abgesehen, 


welche oder u T) oder die Determinanten (£yj) t ,.. enthalten, 

' U y+n' 


Zn) 


<P = bHZ’^u) 


und die Gebilde T 0 (w+w^ter Classe sind demgemäss alle linear 
aus Ausdrücken von der Form 

C<p (x, x, u) + Ku x 

zusammengesetzt; rp(x,x,u) ist aber ein Coefficient von 


(*! + *.)» • 
= (3e 1 +3e 2 )“+« , ..^(a ?1 , 


• > * r i(?)i■+•?)*)> • • > ^(Bi +B 2 )j * •> u ) 

••> *11 ••»*,»••»«) = (*!+£ 2 ) ot+a '-. (gh —w). 


und daher durch u x theilbar. Alle Gebilde T 0 (n+w^ter Classe 
müssen sonach verschwinden weil sie durch u x theilbar sind und 
der Gleichung (11) genügen. 

Ebenso ergibt sich 


7 A a ^\ /7 


ff 


lg.v 


a! ß'Y 
A'nV 


■ OJ 


a + a', ß + ß', 7 + 7 ' 
A+A', ix+ix', v+v' 


= H i '(T$ + faW i (r' l )+. 

wo unter den Gebilden r ' 0 keine von geringerer als der 
m-hm'-h lten Classe Vorkommen. 

Ersetzt man die Producte 
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_/>vWXyV 

9 \ocßy) l Wß , Y 




fxvj \A 7 p/v 7 


durch 




_V «+«', ß + ß', 7 + 7 ' 

U+V, fi+fi', v + v' 
so ergibt sich 


^'(TÖ + W^W- 


/ A+A', ,u.+;/, v + v' \ /«+«', ß + ß', 7 + /\ 

\ « 4 -a 7 , ß + ß 7 , 7 + 7'/ U+^j /x-hjm 7 , v+v',/ 

+2 ä (r 0 )( w ')+Sä'(r;)( w ) + z ä "(r 0 )(rj) + (69 ^.(r.) (»0+. 

Die Vollziehung der Operation V^+ w ' +w+M ', nach welcher 
alle Glieder fortfallen, welche Gebilden mit nicht complemen- 
tären Gradzahlen entsprechen, also namentlich die Glieder 
h( r o) (^0, j'( r i) ( w ), A r o)( r i) } zeigt nun, dass die Differenz 

U+a 7 ,../ u+v,../ 

= 2 c r v ”;+ wi '+ w + w '- 1 ( r 1 )( oo / )- 4 -. 

die Form (49) hat. Dieselbe Form bleibt erhalten, wenn man 
mit 

/ m \ / m l n \f n r 

\a ß 7/ \a' ß 7 77 U /x v/ \ X fjJ v 7 

multiplicirt und in Bezug auf alle Werthe von a, ß,7, a 7 , ß 7 , 7 ', 
X, /x, v, V, jut 7 , v 7 summirt, welche den Gleichungen 


cc + ß-hy = m a 7 +ß 7 +7 7 “m 7 

X + jul + v uz n 7 / -h ju/h- v 7 = n' 

genügen. Es wird dann 



= V %+*'+»+»' (^0 TO+W ' +M+W ' [?>/] [ Ä > *'] 

und, wenn zunächst die Glieder zusammengefasst werden, in 
welchen 
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c/. + CC 7 , ß + ß f , 7 + 7', X+y, ju + ju/, V + v' 

dieselben den Gleichungen 


a+b + c = m-bm! b + e-hf ~n-bn f 

genügenden Werthe a, b, c, b, e, f haben: 


( m Y m ' V 71 Y n ' ^ ry 1 »+*'+«+»' J 

\aßy)\a f ß f yj\lixv/\yix f v f ) v \< 

J\ f n _i^ n r 


. \ 55 /* + a V : 

.«-ha 7 ,. ./ U+A 7 , . 


= 2 


V abc / V bef 


b n b n ' / 


ben/aBc 

abc/ Vbef 


= y ™+ m '+»+»' (£y? £) Wl + Hl '+“+ w ' [w, w 7 ]. 


Es hat, sonach 

V([</,</'] [A, A'] —[w, w']) 

— -^( [</> </ / ] [*, A] —[ w > w/ ]) 

und daher auch 

K w '] 

die gewünschte Form und da nach (47) dasselbe von [gh, g l h l ] 
—[°b w/ ] so i st der obige Satz bewiesen. 


13. 

Es seien S, S f zwei Systeme ternärer Grundformen und 0 
eine gemeinschaftliche Invariante derselben. Bezeichnen P’ P 7 
Producte von Coefficienten der Formen, welche durch die Sub¬ 
stitution (21) aus den Formen von S, beziehungsweise iS 7 , hervor¬ 
gehen, so hat man 

©.(£*/?£)’* = XCP.P f . 

Nach (30) können nun P, P 7 in die Form 

p = W) + &QWi)+- 
p' = 2j'(ro + (^t)s J '(r / 1 ) + ... 

gesetzt werden, wo T, T iJ . . . invariante Gebilde von S, T 7 , T 7 . . 
solche von S f bezeichnen, und es wird 

e.(foO r = sc r (foc)«+P( r a )(r 7 «) 



974 


F. Mertens 


Vollzieht man beiderseits die Operation , so er £^ sich 

und man hat den Satz: 

Alle gemeinsamen Invarianten der Systeme S, S f lassen 
sich linear zusammensetzen aus Invarianten von der Form [o> ; w'], 
wo w, gü 7 invariante Gebilde der Systeme S, S' mit complemen- 
tären Gradzahlen bezeichnen. 


14. 

Die invarianten Gebilde 0 eines Systems S } welche zwei 
Reihen 

Vn Vz> Vz *19 z 3 

von Punktcoordinaten und zwei Reihen 


5 i > s z y ,9 3 4 ) H 

von Strahlencoordinaten enthalten, entstehen aus den Gebilden 
desselben Systems mit nur einer Reihe von Punkt- und Strahlen¬ 
coordinaten u l9 u 2} u 3 durch die Polarenbildungen 



zu diesen Polaren treten noch s !n s 2) t ;n t z und die Invarianten 
von S in ganzen Verbindungen hinzu. 

Die genannten Gebilde sind nämlich Invarianten des Sy¬ 
stems S und des Systems (ii, n n 2 , s X} t x ). Die invarianten Gebilde 
des letzteren sind ganze Verbindungen von 

s ?/> s z-> tz, U, n U 2 , (. stu ), s X7 t X} (ocyz), u x 

und demzufolge ist jede Invariante 0 linear zusammengesetzt 
aus Ausdrücken von der Form 


s x t* t 9 [r , u a ii s c t d (shi) e 1 
\VAi a u s c t d (xyzy\ 

y z >f z L 7 y z x x\ 3 s y 


wo r ein invariantes Gebilde von S bezeichnet. 
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15. 

Wenn man für jedes von zwei gegebenen Systemen 5, S f 
ternärer Formen einen geschlossenen Bestand invarianter Gebilde 
angeben kann, durch welche sich alle invarianten Gebilde des be¬ 
treffenden Systems in ganzer Weise ausdrücken lassen, so kann 
man auch für das zusammengesetzte System (S } S l ) einen solchen 
Bestand angeben. 

Es seien nach Ausschliessung von u x 

A,A n .. B, B i9 . (50) 

C, Ci D,»!,-- (51) 

die invarianten Gebilde, durch welche sich alle solche Gebilde 
des Systems S beziehungsweise (£', s x , u 2 ) in ganzerWeise aus¬ 
drücken lassen; A, A v . C , C v seien Invarianten und B } B v . 

D, D t) . . invariante Gebilde mit den Gradzahlen 

m } n , m Y , n v m', w', m\ y n[ 

Man bilde alle möglichen Producte 

P = B* Bj . P — D «' D\ ! 

welche complementäre Gradzahlen besitzen und nicht weiter in 
ähnliche Producte zerfällbar sind, so dass nicht gesetzt werden 
kann 

P-Q.N P' = Q'.N 

wo einerseits Q und Q' , anderseits N und N f complementäre 
Gradzahlen hätten und Q , N Producte der Ausdrücke B, B iy . 

Q f , N f Producte der Ausdrücke D y D v . . . wären. Die Anzahl 
solcher Productepaare ist immer endlich und fällt mit der Anzahl 
der (additiv) unzerlegbaren aus ganzen nicht negativen Zahlen 
bestehenden Lösungen der Gleichungen 

ma -hm t ß -h . = n f a! + n[ ß / + . 

na-\- n x ß + = ??i / od + m[[3 f 4 - . . 

zusammen. Alle Lösungen 1 der einen dieser Gleichungen lassen 
sich durch Gleichungen von der Form 


1 Crelle’s Journal Bd. C, S. 225. Gordan, Math. Ami. Bd. VI, S. 23. 
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ä ~ ciX + cij -+- . . 
/3 = 6X+b 1 X / +.. 


a! - a / X+ a'X+ . . 


darstellen, wo 

a, b, a, dj, bu dj, 

besondere Lösungen und X, X', beliebige nicht negative 
ganze Zahlen bezeichnen. Setzt man diese Werthe von a, ß, 
in die zweite Gleichung ein, so ergibt sieh eine Gleichung von 
der Form 

pX+//X'+. = 0, 

worin p , p\ . . . bekannte ganze Zahlen bezeichnen und welche 
ebenso wie die erste Gleichung behandelt werden kann. 

Dies vorausgeschickt, sind alle Invarianten des Systems 
(S, S s x , u z ) oder die invarianten Gebilde des Systems (£, S*) 
mit den Punktcoordinaten z t , % %y z 3 und den Strahlencoordinaten 
s lf s 2? s 3 ganze Verbindungen der Invarianten 

Ä,A„. C,C„. (52) 

und der Invarianten [P, P 7 ]. 

Nach (13) ist jede Invariante 0 des Systems (S, S f , s x , u z ) 
linear zusammensetzbar aus Invarianten [w, w'], wo w, co 7 in¬ 
variante Gebilde von S und ( S f , s x , w*) mit complementären Grad¬ 
zahlen bezeichnen. Nach der Annahme ist cü eine ganze Ver¬ 
bindung der Ausdrücke (50) und der Form u x , w 7 eine solche der 
Ausdrücke (51) und der Form u x . Hienach erscheint 0, wenn 

T = E> . T' = Dp Pj. . . 

Producte der Gebilde D, P l; beziehungsweise D, D 1? 
bezeichnen, als lineare Function von Ausdrücken der Form 

\<T, u l T> ] (53) 

mit Coefficienten, welche die Invarianten (52) in ganzer Weise 
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enthalten; da aber, wenn a oder b>0, der Ausdruck (53) sich 
nach (46) auf Ausdrücke [w, w 7 ] zurückführen lässt, welche aus 
Gebilden oj, w 7 mit geringerer Gradzahlsumme hervorgehen, so 
darf man unbeschadet der Allgemeinheit a — b — 0 und T, T f 
mit complementären Gradzahlen annehmen. Sind nun die in der 
Darstellung von 0 auftretenden Productepaare T, T 7 alle un- 
zerfällbar, so ist die obige Behauptung bewiesen. Im Gegenfalle 
setze man 

T—P.Q T' = P f .Q', 

wo P, P 7 complementäre Gradzahlen besitzen und unzerfallbar 
sind. Alsdann zerfällt [! T , T ! ] linear in [P, P 7 ] [Q } Q 1 ] und in 
Ausdrücke [w, w'], welche aus Gebilden co, w 7 mit geringerer 
Gradzahlsumme hervorgehen und wieder linear auf Ausdrücke 
[T } T 7 ] zurückführbar sind. Sind Q , Q 7 wieder zerlegbar, so kann 
man mit [Q 9 Q 7 ] ebenso verfahren u. s. f. 


16. 


Die Grundform ersten Grades und erster Classe. 


Es sei eine ternäre Form mit den Gradzahlen 1, 1 

f(&j u) — «n«'! ~F « 12*^1 «2 ”F «i 3 «h «3 
4“ «21 ^2 ^1 “F ^22 ^2 ^2 ”F «23 2 ^3 

+ «31 X Z U X + a 3Z X 3 U z + « 33^3 «3 
= 2 « a ß Mp 


gegeben und es handle sich um die Ermittelung der allgemeinen 
Gestalt ihrer invarianten Gebilde. 

Man setze 


«i| «j/j 4“ «* 2 « 2 ^ -F «*3 « 3 ^ — 




+ + £Ä = = < 54 > 


24-a^ 




0 M O 




= 2/i a3 J? a (jr!»)( i = h{x,yz) 


(l ^I -f" 4- ^33 — A 

*u + *22 + *33 = «u + «22 + «33 + 2a li a ii + 2« 13 « 31 +2o l3 « 32 
= B 
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a t\ ^22 ^23 — C 


2+.14 = 


1 9 U z «3 


2 -Hi. 7T- 7T- = t- 

- 1 a®,9^ 8 y 


Es sind dann A, B , C Invarianten von f, da 

A — EZW / B — I ] xu (f 

U(x,y-z) 9 /' y ! 8 /'(^») ¥(?>“) 8 /fo«) _ ^/w, 

9a?j 9w t ’ 9?<j 9 w 2 0 m ' ' 


also aucb 


9/i.(a?,w) 9^ 9 h(x,ii) 9 f 9/i(a?,i<) 9/’ 

9a?j 9 mj 9a? 2 9 n z 9a? 3 9 m 3 


= Cu, (55) 


Die Form h lässt sich auf g zurückführen. Aus der Identität 
f\ x , u ) f{y,v)—f(x,v) f(y,u) = h(u-v,x-y) 
folgt nämlich nach Vollziehung der Operation Q, /y und hierauf Q™ 
Af—g — (li n +h n -\-h 33 )u x —h 
A 2 B — 2(A 11 + A ä2 +A 33 ), 

woraus 

h - g—Af+ 1 / % (A 2 — B)u x . (56) 

Aus dieser Identität folgt 

»i + - V(%L_a SL + 

a« + “9 Ui \hx { A + ^ 1 ’ + * 


9^ 9^ t 


=^M + -- As+%{A, - i!)f 

und nach (55) 

jtpL+fpL + ZgL^jg-w-w+a* (57) 
9 ^ 9 ^ 9?/ 2 9 # Ä 9 m 3 9# 3 ,y /2V y/ ’ v ' 

desgleichen 

da? t 99#^ 9z^ 9^ 9^g 


= 4/ — 7,(4*—. B)f+Cu x . (58) 



©Akac 
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Ferner wird 


S.fj 0tt| 



= \(A i +B)g+ {C+\AB—\A*)f+ACu x . 


(59) 


Alle invarianten Gebilde von f sind ganze Verbindungen 
der Ausdrücke 


Aj Bj C,f, (ji y, u x , 

wie die nachfolgenden Erörterungen zeigen. 1 

I. Es sei zunächst 0 ein der Gleichung (11) genügendes in¬ 
variantes Gebilde vom Exponenten 0, von der Classe n und der 
Ordnung p in Bezug auf die Coefficienten von /*. Man hat 

und da © nur Glieder von der Form Kf l (£, £*??) />(vj, £*y?) ent¬ 
halten kann, welche sich, vorn Coefficienten abgesehen, als Po¬ 
laren von £-/?) darstellen lassen, so ist 

Zugleich ist ersichtlich, dass n >0 sein muss. Vollzieht man 

( u \ n 

J, so wird 


und man schliesst, dass n = p, jm. 0 und 

i Yergl Math. Annalen Bd. I. Über bi ternäre Formen mit contragre- 
dienten Yariabeln von C leb sch und Grordan. 
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0 - ^3 J f*& Z~0) 


sein muss. Nach (13) folgt hieraus 

0 = cf n +u x $ i9 

die Function 0 1 ist der Gleichung (11) gemäss zu bestimmen 
und ergibt sich den Gleichungen (54), (57), (58), (59) zufolge 
als ganze Function von 

A, B , C 7 f 7 g , u x . (60) 

Ebenso hat jedes invariante Gebilde der Form g mit dem 
Exponenten 0 die Gestalt 

cg n -hti x S i ] 

wo so zu bestimmen ist, dass der Gleichung (11) genügt wird, 
und ebenfalls eine ganze Verbindung der Ausdrücke (60) ist. 

II. Man kann irgend einer ganzen Function ® der Coeffi- 
cienten (/') immer die Gestalt 2(/’)® geben und da ( f ) aus einem 
Producte f(y , v) (t) (z) durch die Operationen □*» hervor¬ 
geht, so kann man 

© = □-,( □ z,f(y, v) s(0(*) ® 

setzen. Die Summe 2(£)(z)© lässt sich nach 1 durch die Polaren- 
bildungen 



aus Ausdrücken von der Form (£*/;£) 2(/)© ableiten und man hat 
demgemäss 


@ = LU ®) 


f ww®- 


Vollzieht man nun die Operation , so ergibt sich 


Ve» t ® = 


2(0 ©- 
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Vollzieht man ferner die Polarenbildungen (61), so können 
aus den Summen 2(f)® nur lineare Verbindungen von Aus¬ 
drücken entstehen, welche die Gestalt 

t z ® , (t)f(h ) ®, (*)/*(£ w) ® 

haben, wo die Determinanten^^, • (^),. . auch durch andere 
von demselben Bau sowie f 2 , £ 3 durch yj 1 ,. . oder £ t , .. ersetzt 
werden können. Die Ausführung der Operation gibt dann 
Ausdrücke von der Form 

f(jj, 0 • ® ; (0.9(2/; ’J'O® ; (0 A (”; ^2/)®; 

welche durch die letzte Operation Q ?/< in 

•4®, (2/)®; W« 

übergehen. Nach (56) ist aber 

( Ä ) = (.9) — 4(/')+ä(^ 2 — 

= 

und man hat daher allgemein 

= 20)®+ii.@. (62) 

Ebenso erhält man, wenn § eine ganze homogene Function 
der Coefficienten (g) bezeichnet 

Ve,c$ = 2 (I- ^+B\g)+{C-\A^+\AB){f)+ h AC{^))^ 

+B§ = A i $+B§+C2(f)$+AB'2(f)§+A 3 'Z(f)§. (63) 

III. Bezeichnen 

T p -=f*+. A p = gp+... 

der Gleichung (11) genügende invariante Gebilde von f be¬ 
ziehungsweise g mit dem Exponenten 0, P k ein Product von k 
Coefficienten (/*), Q k ein Product von k Coefficienten (g) 9 wobei 
r 0 =A 0 = P 0 = ö 0 = 1 gedacht wird, so kann man jedem Pro- 
ducte P p Q q eine solche Gestalt geben, dass es nur aus Gliedern 
von der Form 


besteht. 


ä A^ßGr(^C) 5 (rx)(A,) 


(64) 
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Wenn p — 1, q =0 ist, so hat man — f—~ An x und 

A = (/) = G , 1 )+M(fo 0 - 

Desgleichen für p — 0, q=z 1 

öi=(^)=(A 1 )+i^ 0 - 

Die Behauptung’ gilt also für die Fälle, wo p-bq = 1. Gilt 
dieselbe aber für alle Fälle, wo p-bq^n, so kann man sie auch 
für den Fall p-bq — n-b 1 beweisen. Beachtet man, dass nach (62) 

V *, { P ? = W-« • öi +^ i P p _ 1 

ist, so ergibt sich aus (31) 

Pp = SjOV) + (&$)%- 2 Q l +A(^O^P P ^. 

Hienach wird 

p*Q* = QMr*)HhO%Pr-zQi+i+Ah9?hPp-iQr (65) 

Ferner wird aus denselben Gründen 


Qa = 2ä(A,)+(foO[^*Siß I - 1 +ÄSjö ! -i] 

+(^0[CSP 1 0 s -2+...]. 

Setzt man diesen Werth von in (65) ein und erwägt, dass 
(r_p) = ist, so ergibt sich 

Pp Q 7 = o,_i+ä(& Wi Oj-1 

+ C(£'/jC)2ji^,+ 1 öj— 2 + • ■ + (? r /C)^,jP« -2Ö ? H-1 + ^C)2jP i ,_ 1 0 r 

Da nun P p Q q ~ i,. .P^ö^+i bereits die gewünschte Form 

haben, so ist auch P p Q q auf dieselbe gebracht. 

IV. Es sei nun 0 irgend ein der Gleichung (11) genügendes 
invariantes Gebilde von /‘mit den Gradzahlen m, n und dem Ex¬ 
ponenten r. Da 


0 



ist und © nach III als Summe von Ausdrücken darstellbar ist, 
welche alle die Form (64) haben, so erscheint 0 als lineare 
Function von invarianten Gebilden von der Form 



Invariante Gebilde ternärer Formen. 


983 


G - 






mit Coefficienten, welche ganze Verbindungen von A, B , C sind, 
und es handelt sich nur noch um die Ermittelung dieser Gebilde. 

Wennj? oder q = 0 ist, so muss — wenn kein verschwin¬ 
dendes Resultat entstehen soll — auch p = 0 sein und man er¬ 
hält die Gebilde 


G — cTp G — 

Ist p > 0 und q > 0, so hat man, um G zu ermitteln, an dem 
Product 


r p(y> v) A i( z , «0 

eine Reihe von Operationen 


( 66 ) 


\Z\ywj CH ZV ) 


X\ X 

yr \z }) 


yz. 


x 

vw. 


auszuführen, aus deren Resultaten, multiplicirt mit Potenzen von 
u x , sich G nach 10 linear zusammensetzt. Das Product (66) zer¬ 
fällt nach I in lauter Glieder von der Form 


ZÄ“ C'f v* w\ f a (y, v) cf (y, v) f c (%, w) g d (z, w) 

und es erhellt unmittelbar aus den Formeln (54), (57), (58),(59) 
dass sich nach Vollziehung der Operationen eine 

ganze Function von 


Ay By Cy Vyy V g y Wyy W Z 

f(y, »)» f(y, w), f(z, *)> /(*;») 
(j{y, *), y(y >»), </(*, v ), «0 


ergibt. Die Ausführung der Polarenbildungen 





? 


nach welchen entweder y 1; .., « 1; .. oder v ir ., w l; . aus dem 
Resultate verschwinden müssen, ergibt eine ganze Function der 
Gebilde (60) und der Ausdrücke 


fix, v), fix, w), (jix, v), g(x, w) (67) 

Sitzb. d. inathem.-naturvw Cl. XCV. Bd. II. Abth. 65 
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beziehungsweise 

Hy , H Z 

f(y, #)> f(*, u )> 9(y> u )> y(?> «)• ( 68 ) 

Ist keine der Operationen i.yz) auszu ^ u ^ ren ’ so müssen 

y v .. ) z iJ .. undy^.., w v . . zugleich aus dem Resultate ver¬ 
schwinden und man hat eine ganze Function der Gebilde (60). 

Ist dagegen die Operation ^ ein- oder mehreremale zu 

vollziehen, so fallen (8) die mit v x , w x behafteten Bestandtheile 
fort und man hat nur eine ganze Function F der Ausdrücke (67) 
zu behandeln. Es ist 


’v\ ( VF _ VF \ y 

vwj v ) w ) W( x i w )ty( x ) y )/ * ^— J °° x 

Nach Erschöpfung der Veränderlichen v v . ., w v . ergibt 
sich sonach c.(p x als Resultat 

Die Ausführung der Operationen ^ U j an einer ganzenFunc- 
tion der Ausdrücke (68) führt analog zu einem Ausdrucke c$\ 


17. 

Zwei quadratische Formen. 1 

Nach 15 lässt sich für zwei quadratische Formen ein ge¬ 
schlossener Bestand invarianter Gebilde angeben, durch welche 
alle möglichen invarianten Gebilde dieser Formen in ganzer 
Weise ausdrückbar sind. Derselbe ergibt sich folgendermassen. 
Es seien 

f = a u x\ + a n x \ + a 3a x l + % a zs x z x s + % a si x z x i + 2a t 2 x t x % 
f — a! n x\ ~b a! %% x\ -+- ol zz x\ + 2a' z3 x z x 3 + 2a! zx x z x x -+- 2a ! n x x x 2 

die beiden Grundformen und man setze 


1 Clebsc h-Lindemann, Vorl. über Geom. S.288. 
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^22 rt 33 rt 23 — ^11 ^33 l ^31 — ^22 

a iZ a \S (t U a 23 — ^23 Cl lZ ft 23 ft 22 ft 3l “ ^31 
ft 22 ft 33 tt 23 —“ ^ 11 a 33 11 Cl 'Ä = ^22 

ft 12 ft 13 ft ll Ä 23 = ^23 a i2 a 23 ß 22 Ä 31 = ^31 

tt 22 ft 33~*“ ft 33 ft 22 ^23 tt 23 “ Al tt 12 ^13 ”P ft 13 Ä 12 

ft 33 a il+ ft ll ft 33 ^ Ä 31 ft 31 ”^22 ^12 ft 23^23 ^12 

a \{ tt 22*^“^22 tt ll ^^ 12^12 — ^33 ^13 tt 23 “*~ tt 23 ^13 


^22 ß 12 — ^33 


3 tt 23 ft 33 2 — "12 


/ t 

a ii a 2Z~~ 

_ (i — 

«12 - 

[ 1 


^13 a 23 

/ / 
LLry^ ft i 2 

— A’ 

— ^12 

— «11 4 

«23 

«ii= 

*23 

«22^31 

-«31 

«22= 

*3. 

tt 33 «i2 

«12 

«33— 

«12 


^22^33*^^33^22 ^23^23“ ^ 11 ^12^13 ^13^12 Al4i3 ^23 A I = ^ 23 

-^33^11 + Al ^33 ^13^13 ” ^22 ^12^23 "+* ^23^12 A 2 A 1 A 1 A 2 — ^31 

^22+ -^22^11 ^12^12 — 1 ^33 AsAs A3A3 A3A2 A2A3 “ ^12 

2 Ap^«wp = F(u) 

2 i4ipllaMp = F\u) 

2 £aßU a 1 ip = G(tt) 

2 b a p# a #ß = #(a?) 

2 1^22^33 ~ -® 

2 ztß 11 tt 22 a 33 — Z)' 

Al a n^~ ^ 22^22 “^*^ 33^33 *^~ ^As ®23 ”^^^31 tt 31 ^^ 12^12 “ ^ 

Al ^11 *^““^ 22^22 *PAs® 33 *^~ ^^ 23 ^ 23 ^Al ^31 ^^ 12^12 — -® • 

Der vollständige Bestand invarianter Gebilde für die Form/* 
ist dann: 


A /'(#), F(u), u x 

und für das System (/*', w*, «*): 

A A 4 *'( 4 «. 

A 4 A 4 A *'*0 

f\x y s‘u), F ! (u } x'z), u x 
f\x, z\ F'(s, x'%\ s x 
F f (s, u), f(z y ru ) 9 u z . 

Um aus den invarianten Gebilden der Systeme f und 
(/*', Ug, s x ) alle unzerlegbaren Producte P und P f mit complemen- 

65 * 
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tären Gradzahlen zu bilden, kann man für P nur eine der An¬ 
nahmen 

P = f P-F P-fF (69) 

machen. Bezeichnet nämlich ( p , q ) zur Abkürzung eine Form 
mit den Gradzahlen p, q, so müsste, wenn f in P mehr als ein¬ 
mal vorkäme, P f wenigstens von der Classe 4 sein, also entweder 
einen Factor (0, 2) oder zwei Factoren (0, 1) oder zwei Factoren 
(1, 1) enthalten, welche Annahmen alle zu zerfällbaren Producten 
führen. Dasselbe gilt, wenn F in P öfter als einmal vorkäme. 

Die für P' zu machenden Annahmen werden dadurch 
wesentlich reducirt, dass man von den Fällen absehen darf, in 
welchen P f die Quadrate und Producte je zweier der Ausdrücke 

f' 0v0> f( Z , S ’ U ), f'(x>8‘u) 

oder auch der Ausdrücke 

F' (s, u ), F f (s, x '%), F 1 (ttj x'z) 

enthält. Es ist nämlich nach (41) 
f’(x, z) 2 = f (z) f' (x) — F' (x-z) 

f (*, s-u) 2 = f'(z) f'(s-u) — F'(s) u 2 z +2F' (s,u) u z s z — F'(u)s 2 
f'(x, s-u) 2 = f (x) f'(s-u )— F'(s) ul+2F'(s,u ) u x s x — F'(u)sl 
f (x, z) f (x, s-u) = f (x) f (z, s-u)+F' ( u, x-z) s x — F’ (s, x-z) u x 
f'(x,z) f'(z,s-u) — f(z) f (x,s-u) + F'{s,x-z)u z — F'(u,'x-z)s z 

f'(x,s-u) f'(z, s-u) = f'(x,z) f'(s-u) — F'(s)u z u x — F'(u)s x s z + 

F' (s, u) (s x u z + s z u x ) 

F'(s,u) 2 = F'(s) F' (u) — D' f'(s-u) 

F' (s, x-z) 2 — F' (s) F’ (x-z) — D' (f (z) sl — 2f' (x, z) s x s z + f'(x) sf) 
F' ( u,x-z) 2 = F'(u) F'(x-z) — D'(f' (z) ul —2 f' [x, z) u x u z + f (x) ul) 
F' (s, u) F' (s, x-z) = F' (s) F' (u, x-z) + D' (f'(z, s-u) s x — f' (x, s-u) s z ) 
F' (s,u)F'(u,x-z) = F' (u)F' (s,x-z) D'(fix, s-u) u z — f'(z, s-u) u x ) 
F' (s, x-z) F' (u, x-z) = F' (s, u) F' (x-z) — D' (f (x) u z s z + f (z) s x u x — 

f'(x,z)(s x u z +s z u x )). 

In allen diesen Fällen ist der Ausdruck [P, P 1 ] linear in 
mehrere eventuell mit invarianten Gebilden von f multiplicirte 
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Ausdrücke \P,P ! ] zerlegbar, welche den übrigen Annahmen für 
P ! oder aber zerfallenden Produeten P\ P' entsprechen oder end¬ 
lich wegen des Vorkommens von u x in P ! nach (46) in D und 
ein invariantes Gebilde von f zerfallen. 

Dies vorausgeschickt, bedingen die Annahmen (69) für P r 
beziehungsweise die Gestalten (0, 2) oder (0,1) *(0,1), (2,0) oder 
(1,0) *(1,0), (1,1) *(1,1) oder (1,1) *(0, 1)*(1,0) und man hat 
die Combinationen 

(P =f(x) 

\ P'= F'{u),f (s-ii), f'(z,$'u ) F’ (s,u),f (z,s-u)u z , F' (s, u)u z , u\ 

( P = F(u) 

\P'—f' (x), F'(x-z), f (x, z) F' (s, x-z), f'(x, z) s X) F' (s, x-z) s x , 4 
| P = f(x)F(u) 

j P’= f'(x, s'u) F'(s,u)s x) f'(x,s-ti)s x u z , F' (u,arz)f'(x,z)u z , 

F\u, x-z)s x u z . 

Der vollständige Bestand invarianter Gebilde zweier quadra¬ 
tischen Formen enthält daher folgende Ausdrücke: 

1. Die vier Invarianten 

D, D' 

[F,f'\ = 2A a? K 9 = E 
[f,F']-^A^ = E' 

2. Die vier zugehörigen Formen 

F(s), F'(s) 

[f,f>(s-u)] = G(s) 

[fF,f'(x, s-n) F f (s,u)s x ] = 2 ±F(l,s) F / (2,s')G(3,s). 

3. Die vier Covarianten 

m, m 

[F, F'(x-z] ■= g(z) 

[fF,f'(x,z)F'{u,x-z)u z } = V±f(l,z)f'(2,z)g(Z,z) 

4. Die neun Zwischenformen 

Sz 

[f,F> [t .,«)«,] =f(l,z) F'(l,s) + f (2, z) F'(2,s) + f(3,z) F'(3,s) 
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[F,f\x,z)s x ] = f'(hz) F(l,s) + /"(2,*) ^(2,«) +m*)F(3,.) 

— 2± sj{2,z)f,(3,z) 

[F,f'(x,z) F'(s,x-z)\ = 2± s { f'(2,z)g(3,z) 

[fF, F'(u,x-z)s x u z ] — —S=ir s l f(2,z)g(3,z) 

[*) i^Cv^H] = — S±* t F(2,«) F'(3,s) 

[f, f (*, «■«) f' (<,«)] = - 2+^(2, *) G(3») 

[/ , i'’,/ v (a?,s-tt) «*«<*] = 2±*,F(2,s) G(3,s). 

Setzt man 

f\\,x) F(\,u) + f'(2,x) F(2,u)+f'(3,x) F(3,u) = N 
f(l,x) F'(l,u)+f(2,x) F'(2,u) + f(3,x) F'(3,u) = N' K ' 

2±F(l,u)F'(2,u)G(3,u) = A 0 

2±x l F(2,u) F'(3,u) = Aj 

2±x l F(2,u) G(3,u) — A 2 

2±x i F'(2,u) G(3,u) = A 3 

*±f(l,x)f'{2,x)g(3,x) = A' 

2 ± w t /'(2, a?) f (3,a?) = A' 

2 rh u l f(2,x') g(3, x) — A' 

2 ± m, f (2, a?) ,9(3, «) = A(, 

so lassen sich die Quadrate undProduete je zweier der Ausdrücke 
A 0 ,A„. • A', A'. . . 

sowie auch N z , NN ; , N n als ganze Functionen der Gebilde 

D, E, E>, D>, F, F>, G, f, f, g, N, N 1 , u x (72) 

darstellen, welche in Bezug auf N, N l linear sind. 

Man hat 

w= l iany,x?F(v,uy 

= ‘/ t a [f (*) f'(y)-F' (ary)] [F(u) F(v)-Df(trv)] 

=f'F.var^Fi^-Df vany)f^)- 

-F. */*□?. F'(ary)F(v)+D %□ i.F’(ary) f(icv) 
= Ef F—Df G — gF+ Df F 1 — 2 DN'u x + DE'ul (73) 

Ebenso ergibt sich 
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N n = E'fF* — D'fG — gF'+D'f'F — 2 D l Nu x +D l Eul (74) 
Das Product NN 1 erhält man aus iV 2 mit Hilfe der Operation 


3 a 


*22 


li 


3 a, 


+ a J 


22 


33 3 a. 


+ ^-Fa( 


33 


23 3 a. 


23 


31 


3 a, 


31 


12 3a 


12 


und es wird 


NN' - \(D f F—EF f )f+\{pF l —E'F)f+\Gg+ 

+(E f N+EN')u x —\(pD'+EE 9 )i&. ^ ' 

Behufs Bestimmung der Producte je zweier der Ausdrücke 

(71) ist zu bemerken, dass, wenn y, ^ irgend zwei von den Co- 
varianten fj g , O, O irgend zwei von den zugehörigen Formen 
FF/ G bezeichnen, die invarianten Gebilde 

y(l, 07)0(1, u)+<p( 2, o?)0(2, ?i)+y(3, #)0(3, «) 

sich in Anbetracht ihrer Gradzahlen linear durch N, iV 7 , die 
Gebilde 

2 a Bß *(a, *) VQ3, *), 2 a'« ß O(«, «) *P(ß), 

2 4»? y(«> *0 'P (ß> x ), 2 4,@ y («, *0 Kl 3 * x )> 

aus demselben Grunde linear durch F, F f , G beziehungsweise 
/; f/ g ausdrücken lassen müssen. Hieraus folgt zunächst, dass 
das Product A*Ai nach der Multiplicationsregel für Determinanten 
in eine ganze Function der Ausdrücke (72) übergeht. Um A* A Ä , 
A'i A i zu erhalten, denke man sich nach derselben Regel die Pro¬ 
ducte 

2 ± a n a 22 a 33 . A* A k = D A, A* 2 ± a\ v a r n a' 3 . A* A ; . = 2 ) 7 A* A* 

2 ± A 1 A 2 A 3 ^ Ai = D 2 A'A/, 2 ± A' n A' 2 A' 3 A{ Ai =: D n A , i A , k 

entwickelt; es ergeben sich dann ganzeFunctionen der Ausdrücke 

(72) , von welchen sich der Factor D oder Z)', beziehungsweise D % 
oder D n (bei D z A /2 unter Zuhilfenahme der Gleichung (73)) ab- 
lösen lässt. 


18. 

Invarianten dreier quadratischen Formen. 

Es seien f\ f/ f n drei quadratische Grundformen und es 
werde unter Beibehaltung der in 17 gebrauchten Bezeichnungen 
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ademie d. 


F. Mertens, 


w.biok 


jntrum.at 


f" — «" x\ + a" 2 x \ + ■ + 2a" x 1 x % 


D" = H 


F" = — 


njf njt 
a U U 22 U 33 


^31 


12 


22 

jJ! 

o 2 


a" 

W 13 


njl 

a 33 


= ^ ^t + ^22 tt 2 + * • • + 2A" «i ^2 


gesetzt. 

Um alle selbstständigen Invarianten des Systems (f‘ 7 f, f ,! ) 
zu ermitteln, hat man zunächst aus den invarianten Gebilden 


f f/ , F" 


von f u einerseits und den in 17 aufgestellten invarianten Ge¬ 
bilden des Systems (/‘ f ,f ) andererseits alle möglichen unzerfall¬ 
baren Producte P, P f mit complementären Gradzahlen zu bilden. 

Die Producte P haben alle gerade Gradzahlen. Dasselbe 
muss daher auch mit P l der Fall sein. Hieraus folgt, dass man 
bei der Bildung von P 1 von den Ausdrücken (70), (71) absehen 
darf. Da nämlich die Ausdrücke (71) eine ungerade Gradzahlen¬ 
summe besitzen, so müssten sie in P ! in gerader Anzahl als Fac- 
toren Vorkommen und ihr Product könnte durch eine ganze 
Function der Gebilde (72) ersetzt werden, weil das Product je 
zweier dieser Ausdrücke sich in ganzerWeise durch die genann¬ 
ten Gebilde darstellen jlässk Da ferner JV, N r ungerade Grad¬ 
zahlen besitzen, so könnten sie in P f ebenfalls nur in gerader 
Anzahl als Faetoren auftreten und man könnte ihr Product nach 
(73), (74) (75) diuch eine ganze Function der Gebilde (72) er¬ 
setzen, in welcher N } N l nur linear und demzufolge in Verbindung 
mit u x Vorkommen; Bestandtheile mit v x können aber nach (46) 
übergangen werden. Man braucht somit P ! nur aus den Gebilden 

f,f/g,F,F/G 

zusammenzusetzen und erhält folgende Combinationen: 


P — f" P' — F, F', G 
P — F" P' = f,f',g. 
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s)Ak; 


Die Formen f, f', f "haben demnach folgende 11 Invarianten, 
durch welche alle möglichen Invarianten in ganzer Weise dar¬ 
stellbar sind: 


D, D', D", E, E' 

[f»,F] = ZA„ ? a'' ? 

[f", F 1 ] = 2 A' a? a" ? 
[f",G] = 

[F",f] = 2 A"$a^ 
[F",f \ = 2 A^n' a ^ 
[F» i g] = 2A» ? b afi . 



